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Aufgabe 1

Zu zeigen ist die Transitivitdt von Polynomialzeitreduktionen: Aus L <, L' und L’ <, L” folgt L <, L".

Es sei f1 bzw. fo die Funktion, die L <, L’ bzw. L’ <, L" berechnet. Dann berechnet f;o f eine Reduktion von
L zu L" (vgl. Ubungsblatt 9, Aufgabe 2).

Zu zeigen bleibt: fy o fi ist in Polynomialzeit berechenbar. Die Funktion f; hat worst-case Laufzeit ¢ - n*, fiir fo
sei dies d - n'. Bei Eingabe eines Wortes w der Linge n bendtigt die fi berechnende Turingmaschine héchstens
c-n¥* Zeit. Also hat f;(w) hochstens die Linge ¢ - n*. Dieses Wort ist die Eingabe fiir f,. Die Gesamtlaufzeit ist
damit hchstens d - (¢ - n*)! = dc! - n¥! =: e - n¥!, was ein Polynom in n ist. Also ist f; o fo in Polynomialzeit
berechenbar. Insgesamt ist damit gezeigt, dass <, transitiv ist.

Aufgabe 2

(a) zu zeigen: lim,,_, oo % =c¢,c>0= f(n) € O(g(n)).
Sei lim,, oo ggz; =c¢,c¢ > 0. Dann gilt:
Ve >0, dng >0, Vn >ng: ’f(n)—c‘ < €.
g9(n)
das gilt auch fiir ein &’ >0, Ing > 0,Vn >ng: ¢ —c< % <& +e,
also 3¢ =¢' +¢>0, Vn >ng: f(n) <c -g(n),
es folgt f(n) € O(g(n)).
(b) zu zeigen: lim,,_ % =0= f(n) € o(g(n)).
Sei lim,, o0 % = 0. Dann gilt:
Ve >0, dng >0, Vn > ng: M<s.
g(n)

Das heisst, dass fiir n > ng, g(n) < g(n) - € ist.
Damit ist f(n) € o(g(n)).

Aufgabe 3

(a) Es handelt sich nicht um eine Aquivalenz, da die Implikation

f€0(g) = limp ool =c >0

nicht z&hlt.

Gegenbeispiel:

f(n) = sin(n) + 2

g(n) =1

= fe€O0(g),dasin(n)+2<c-1, fir c=3. Aber

limn_mow = limp—oosin(n) + 2 ist nicht definiert.

Um das Problem, dass der Grenzwert nicht definiert ist zu verhindern, benutze den limes superior anstatt
des limes.

= lim SuPn_soco gég; =c>0< fe€0(g)

(b) Es handelt sich um eine Aquivalenz, da die Implikation

feolg) = limnﬁm% =0
ebenfalls gilt.
Beweis:

f€0(g) = Ve 3ng Yn,n>ng : f(n) <c-g(n)
f€0(g) = Ve Ing Yn,n > ng : L < ¢
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f(n)

Da dies fiir beliebig kleine ¢ > 0 gelten muss folgt, dass ) sich fiir grofe n beliebig nah an 0 néhert
; I _ ‘
= 1My oo on) = 0
Aufgabe 4

Um eine sinnvolle Hierarchie der Komplexitét von Sprachen in X* zu erreichen, wiinschen wir das Reduktions-
beziehungen “=<” transitiv sind. Dies ist bei <g nicht gegeben.

Seien A ¢ ¥*, B C X*, und C C X* Sprachen mit A <g B, und B <g C. Weiter sei fiir ein Wort x € X*,
|x] =n und t(f) die Laufzeit einer Funktion f.

Da < transitiv, gilt: Es gibt tiberall berechenbare Funktionen f,g sodass z € A & f(z) € B & ¢(f(z)) € C.
Weiter gilt f und ¢ sind exponentiell.

= Jed >0: f(z) €02)A g(z) € 02"
= J Konstanten d,d’ >0: t(f(z))=d-(2"") A t(g(z))=d -(2"")
Betrachte die Hintereinanderausfithrung von f und g, als

— lasse f(z) fiir d - (2"°) Schritte laufen, mit Resultat y.
— lasse g(y) fiir d’ - (21¥I° ) Schritte Laufen, und gebe das Resultat aus.

Es gilt |y| < f(z)| < d-(2""). Somit ist im schlimmsten Fall ¢(g(y)) = d’ - (2((12"6)&) =d 200",
Der Term 2™ wéchst fiir grosserwerdendes n schneller als jedes Polynom in n.

om

= Vc>0:limsupn_>0037:
= Ac>0:g(y) €02™)
= go f ist nicht exponentiell.

Damit ist <g nicht transitiv.



